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%❤❡② ♣.❡$❡♥%✳
✸ ◆❡✉$❛❧ ♥❡(✇♦$❦,
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✉♠♠❛.② ♦❢ ♥❡✉.❛❧ ♥❡%✇♦.❦$ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ %❤❡ ❉❡❡♣ ❧❡❛%♥✐♥❣ ✐♥
♥❡✉%❛❧ ♥❡*✇♦%❦.✿ ❆♥ ♦✈❡%✈✐❡✇ ❜② ❙❝❤♠✐❞❤✉❜❡. ❬✽❪✳
✸✳✶ ❋❡❡❞❢♦&✇❛&❞ ♥❡✉&❛❧ ♥❡*✇♦&❦
❆ ❢❡❡❞❢♦.✇❛.❞ ♥❡✉.❛❧ ♥❡%✇♦.❦ ❛♣♣.♦①✐♠❛%❡$ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝%✐♦♥ f ❛$ y = f(x, T )
✇❤❡.❡ T .❡♣.❡$❡♥%$ %❤♦$❡ ♣❛.❛♠❡%❡.$ ✇✐%❤ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❧❡❛.♥ %♦ ❛❝❤✐❡✈❡
%❤❡ ❜❡$% ❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥✳ ❚❤❡$❡ ♥❡%✇♦.❦$ ❛.❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❡❞❢♦.✇❛.❞ ❜❡❝❛✉$❡ %❤❡ ✐♥✲
❢♦.♠❛%✐♦♥ ✢♦✇$ %❤.♦✉❣❤ %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❢.♦♠ ① %♦ ✐♥♥❡. ✭❤✐❞❞❡♥✮ ♣❛.%$ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
%♦ ②✳ ❚❤❡.❡ ❛.❡ ♥♦ ❞✐.❡❝%❡❞ ❝②❝❧❡$ ♦. ❧♦♦♣$ ✐♥ %❤❡ ♥❡%✇♦.❦✳
❚❤❡ $✐♠♣❧❡$% ♠♦❞❡❧ ✐$ ❛ $✐♥❣❧❡✲❧❛②❡. ♣❡.❝❡♣%.♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛$ ❛ ✇❡✐❣❤% W ❛♥❞
❜✐❛$ b✱ $♦ ❢♦. ❛♥ ✐♥♣✉% x ❝❛♥ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ŷ = Wx+b ❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❤❡.❡ %❤❡ ❧❡❛.♥✐♥❣
♠❡%❤♦❞ ♦♣%✐♠✐③❡$ %❤❡ ✇❡✐❣❤% W ❛♥❞ %❤❡ ❜✐❛$ b✳ ▲❛%❡. ♦♥ .❡$❡❛.❝❤❡.$ $❤♦✇❡❞ %❤❛%
❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛. ❛❝*✐✈❛*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ %♦ ✐% ❝❛♥ ❢❛$%❡♥ %❤❡ ❧❡❛.♥✐♥❣ ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞
♠❛❦❡$ ✐% ✉$❛❜❧❡ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛. ❢✉♥❝%✐♦♥$ ❬✾❪✳ ❙♦ ❢.♦♠ %❤❡ ŷ = Wx+ b %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥
❝❤❛♥❣❡❞ %♦ z = Wx+ b ❛♥❞ %❤❡ ♣.❡❞✐❝%✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ŷ = g(z)✳
❚❤❡ ❞❡❡♣ ♥❡✉.❛❧ ♥❡%✇♦.❦✬$ ♥❛♠❡ ❝♦♠❡$ ❢.♦♠ %❤❛% ✐♥$%❡❛❞ ♦❢ ❛ $✐♥❣❧❡✲❧❛②❡.
♣❡.❝❡♣%.♦♥ %❤❡ ♦✉%♣✉% ♦❢ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡K✉❛%✐♦♥ g(z) ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ ❛$ h1 ✐$ ✉$❡❞ ❛$
%❤❡ ✐♥♣✉% ♦❢ %❤❡ ♥❡①% ❧❛②❡. ❛♥❞ $♦ ❢♦. ♠❛♥②✲♠❛♥② ❧❛②❡.$✳ ❙♦ ❢♦. %❤❡ ✜.$% ❧❛②❡. ✐%
❜❡❝❛♠❡ z1 = W1x+ b1 ❛♥❞ h1 = g1(z1) ❛♥❞ %♦ %❤❡ $❡❝♦♥❞ ❧❛②❡.✿ z2 = W2h1 + b2
❛♥❞ h2 = g2(z2) ❛♥❞ $♦ ♦♥✱ ✉♥%✐❧ %❤❡ ❧❛$%✱ n%❤ ❧❛②❡. ✇❤❡.❡ %❤❡ an ❜❡❝❛♠❡ %❤❡
♣.❡❞✐❝%✐♦♥ hn = ŷ✳ ❋✐❣✉.❡ ✷✳ $✉♠♠❛.✐③❡$ ✐❞❡❛ ♦❢ ❢❡❡❞❢♦.✇❛.❞ ♥❡%✇♦.❦$✳
✹
❚❤✐' ✇♦6❞ ✐' ❤②♣❤❡♥❛#❡❞ ✐♥❝♦66❡❝#❧② ❜② #❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❤②♣❤❡♥❛#✐♦♥ #♦♦❧ ♦❢ #❤❡ ❘❡'❡❛6❝❤
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❋✐❣✳ ✷✿ ❇❛(✐❝( ♦❢ ❋❡❡❞❢♦.✇❛.❞ ◆❡✉.❛❧ ◆❡3✇♦.❦( ✭❋✭❋✮◆◆✮
❆ (✐♥❣❧❡ ✐3❡.❛3✐♦♥ ♦❢ 3.❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥(✐(3( ♦❢ ❛ ❢♦.✇❛.❞ (3❡♣ ✇❤❡.❡ 3❤❡ ♠♦❞❡❧
♣.❡❞✐❝3( ŷ✱ 3❤❡ ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥ (3❡♣ ✇❤❡.❡ 3❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛.❡ 3❤❡ ŷ ❛♥❞ y ✇✐3❤ (♦♠❡
3②♣❡ ♦❢ ❣.❛❞✐❡♥3 ❞❡(❝❡♥3 ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❧❛(3❧② ❛ ❜❛❝❦♣.♦♣❛❣❛3✐♦♥ (3❡♣ ✇❤❡.❡ 3❤❡ ♠♦❞❡❧
✉♣❞❛3❡( 3❤❡ ✇❡✐❣❤3( ❬✶✶❪✳
✸✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉)✐♦♥❛❧ ♥❡✉-❛❧ ♥❡)✇♦-❦
❈♦♥✈♦❧✉3✐♦♥❛❧ ♥❡✉.❛❧ ♥❡3✇♦.❦( ✇❡.❡ ✐♥3.♦❞✉❝❡❞ 3♦ (♦❧✈❡ ✐♠❛❣❡ .❡❝♦❣♥✐3✐♦♥ ♣.♦❜✲
❧❡♠( ❬✶✷❪✳ ❆ ❝♦♥✈♦❧✉3✐♦♥❛❧ ♥❡✉.❛❧ ♥❡3✇♦.❦ ❤❛( ❛ ✜❧3❡. ✭♦. ❦❡.♥❡❧✮ ✇❤✐❝❤ ✐( (❧✐❞✐♥❣
❛.♦✉♥❞ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✭✐♠❛❣❡✮ ❛♥❞ ♠✉❧3✐♣❧②✐♥❣ 3❤❡ ✈❛❧✉❡( ✐♥ 3❤❡ ✜❧3❡. ✭3❤❡ ✇❡✐❣❤3(
♦❢ 3❤❡ ✜❧3❡.✮ ✇✐3❤ 3❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉3 ✈❛❧✉❡( ✭♣✐①❡❧(✮✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ 3❤❡(❡ ✈❛❧✉❡(
3❤❡ ♥❡3✇♦.❦ ❣❡3 ❛ (✐♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡. ❢♦. ❡✈❡.② ♣♦(✐3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✜❧3❡.✳ ❚❤✐( ✇✐❧❧ ❜❡ 3❤❡
♦✉3♣✉3 ♦❢ 3❤❡ ❧❛②❡.✳ ❚❤❡ (✐③❡ ♦❢ 3❤❡ ♦✉3♣✉3 ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ 3❤❡ ✜❧3❡. (✐③❡ ❛♥❞ 3❤❡
♣❛.❛♠❡3❡.  !"✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡( 3❤❡ (3❡♣( ♦❢ 3❤❡ ✜❧3❡.✬( (❧✐❞✐♥❣✳
▲❡3 aij ❜❡ 3❤❡ ❝❡❧❧ ✭♣✐①❡❧✮ ♦❢ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✭✐♠❛❣❡✮ ✐♥ 3❤❡ i3❤ .♦✇ ❛♥❞ j3❤ ❝♦❧✲
✉♠♥ ❛♥❞ fij 3❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ 3❤❡ ✜❧3❡.✱ ✇❤✐❧❡ hij 3❤❡ ♦✉3♣✉3✳ ❚❤✉( 3❤❡ ✜.(3 ❝❡❧❧ ♦❢





✭✇❤❡.❡ k ❛♥❞ l ❛.❡ 3❤❡ ❤❡✐❣❤3 ❛♥❞ ✇✐❞3❤ ♦❢ 3❤❡ ✜❧3❡. .❡(♣❡❝3✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ ❛((✉♠✐♥❣





❋✐❣✉.❡ ✸✳ ✐❧❧✉(3.❛3❡( ❛ ❝♦♥✈♦❧✉3✐♦♥❛❧ ♥❡3✇♦.❦ ✇✐3❤ ❛ (3, 3) ❦❡.♥❡❧✳
❑✐♠✱ ❏❡.♥✐3❡✱ ❙♦♥3❛❣ ❛♥❞ ❘✉(❤ (❤♦✇❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ✉(✐♥❣ ✶ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦✲
❧✉3✐♦♥❛❧ ♥❡✉.❛❧ ♥❡3✇♦.❦( ❛♥❞ ▲❙❚▼ ♥❡3✇♦.❦( ✐♥ ❝❤❛.❛❝3❡. (❡R✉❡♥❝❡( ❬✶✸❪✱ ✇❤❡.❡
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❋✐❣✳ ✸✿ ❇❛(✐❝( ♦❢ ❈♦♥✈♦❧✉1✐♦♥❛❧ ◆❡✉4❛❧ ◆❡1✇♦4❦ ✭❈◆◆✮
1❤❡ ✜❧1❡4 (✐③❡ (❛②( 1❤❛1 ❤♦✇ ♠❛♥② ❝❤❛4❛❝1❡4 (❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ❝♦♥✈♦✲
❧✉1✐♦♥✳
✸✳✸ ❘❡❝✉&&❡♥( ♥❡✉&❛❧ ♥❡(✇♦&❦ ✲ ▲❙❚▼
❆ 4❡❝✉44❡♥1 ♥❡✉4❛❧ ♥❡1✇♦4❦ ✭❘◆◆✮ ✐( (✉✐1❡❞ ❢♦4 ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ (❡C✉❡♥1✐❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❆1 ❡❛❝❤ 1✐♠❡ (1❡♣ t✱ ❛♥ ❘◆◆ 1❛❦❡( 1❤❡ ✐♥♣✉1 ✈❡❝1♦4 xt ∈ ℜ
n
❛♥❞ 1❤❡ ❤✐❞❞❡♥
(1❛1❡ ✈❡❝1♦4 ht−1 ∈ ℜ
m
❛♥❞ ♣4♦❞✉❝❡( 1❤❡ ♥❡①1 ❤✐❞❞❡♥ (1❛1❡ ht ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 1❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 4❡❝✉4(✐✈❡ ♦♣❡4❛1✐♦♥✿ ht = f(Wxt + Uht?1 + b)✳ ■♥ 1❤❡♦4②✱ ❛♥ ❘◆◆ ❝❛♥
(1♦4❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦4♠❛1✐♦♥ ✐♥ ht✱ ❤♦✇❡✈❡4 ❧❡❛4♥✐♥❣ ❧♦♥❣✲4❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡( ✇✐1❤ ✐1 ✐(
❞✐✣❝✉❧1 ❞✉❡ 1♦ ✈❛♥✐(❤✐♥❣✴❡①♣❧♦❞✐♥❣ ❣4❛❞✐❡♥1( ❬✶✹❪✳
▲♦♥❣ (❤♦41✲1❡4♠ ♠❡♠♦4② ✭▲❙❚▼✮ ❬✶✺❪ ❛❞❞4❡((❡( 1❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛4♥✐♥❣ ❧♦♥❣
4❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡( ❜② ❛✉❣♠❡♥1✐♥❣ 1❤❡ ❘◆◆ ✇✐1❤ ❛ ♠❡♠♦4② ❝❡❧❧ ✈❡❝1♦4 ct ∈ ℜ
n
❛1 ❡❛❝❤ 1✐♠❡ (1❡♣✳ ❈♦♥❝4❡1❡❧②✱ ♦♥❡ (1❡♣ ♦❢ ❛♥ ▲❙❚▼ 1❛❦❡( ❛( ✐♥♣✉1 xt ✱ ht?1✱ ct?1













ct = ft ⊙ ct−1 + it ⊙ gt
ht = ot ⊙ tanh(ct)
❍❡4❡ σ(·) ❛♥❞ tanh(·) ❛4❡ 1❤❡ ❡❧❡♠❡♥1✲✇✐(❡ (✐❣♠♦✐❞ ❛♥❞ ❤②♣❡4❜♦❧✐❝ 1❛♥❣❡♥1
❢✉♥❝1✐♦♥(✱ ⊙ ✐( 1❤❡ ❡❧❡♠❡♥1✲✇✐(❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ ♦♣❡4❛1♦4✱ ❛♥❞ it✱ ft✱ ot ❛4❡ 4❡❢❡44❡❞
1♦ ❛( ✐♥♣✉$✱ ❢♦'❣❡$✱ ❛♥❞ ♦✉$♣✉$ ❣❛1❡(✳ ❆1 t = 1✱ h0 ❛♥❞ c0 ❛4❡ ✐♥✐1✐❛❧✐③❡❞ 1♦ ③❡4♦
✈❡❝1♦4(✳ T❛4❛♠❡1❡4( ♦❢ 1❤❡ ▲❙❚▼ ❛4❡ W j ✱ U j ✱ bj ❢♦4 j ∈ i, f, o, g✳ ❙❡❡ 1❤❡
✈✐(✉❛❧✐(❛1✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▲❙❚▼ ✉♥✐1 ✐♥ ❋✐❣✉4❡ ✹✳
✺
❇✐❞✐4❡❝1✐♦♥❛❧ 4❡❝✉44❡♥1 ♥❡✉4❛❧ ♥❡1✇♦4❦( ❛4❡ ❜❛(❡❞ ♦♥ 1❤❡ ♣4✐♥❝✐♣❧❡ 1♦ (♣❧✐1
1❤❡ ♥❡✉4♦♥( ♦❢ ❛ 4❡❣✉❧❛4 ❘◆◆ ✐♥1♦ 1✇♦ ❞✐4❡❝1✐♦♥(✱ ♦♥❡ ❢♦4 ♣♦(✐1✐✈❡ 1✐♠❡ ❞✐4❡❝✲
1✐♦♥ ✭❢♦4✇❛4❞ (1❛1❡(✮✱ ❛♥❞ ❛♥♦1❤❡4 ❢♦4 ♥❡❣❛1✐✈❡ 1✐♠❡ ❞✐4❡❝1✐♦♥ ✭❜❛❝❦✇❛4❞ (1❛1❡(✮
❬✶✻❪✳ ■♥ 1❡4♠( ♦❢ ❝❤❛4❛❝1❡4( ✐♥ ❛ ✇♦4❞ ✐1 ♠❡❛♥( 1❤❛1 1❤❡ ❧❡11❡4( ❝❛♥ ❛✛❡❝1 1❤❡✐4
































❋✐❣✳ ✹✿ ❇❛(✐❝( ♦❢ ▲♦♥❣ (❤♦/0✲0❡/♠ ♠❡♠♦/② ✭▲❙❚▼✮
✹ ❉❛#❛ ❛♥❞ ♣'❡♣'♦❝❡++✐♥❣
❍✉♥❣❛/✐❛♥ ❲❡❜❝♦/♣✉( ✐( ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡ ❧❛/❣❡(0 ❍✉♥❣❛/✐❛♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦/♣♦/❛ ✇✐0❤
♦✈❡/ ✻✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ✇♦/❞( ❛♥❞ ✐0 ✐( ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✐0( ❡♥0✐/❡0② ✉♥❞❡/ ❛ ♣❡/♠✐((✐✈❡ ❖♣❡♥
❈♦♥0❡♥0 ❧✐❝❡♥(❡ ❬✶✼✱✶✽❪✳ ❲❡ ✉(❡❞ 0❤❡ ✶✵✵✵✵✵ ♠♦(0 ❢/❡M✉❡♥0 ✇♦/❞( ❢/♦♠ 0❤❡ ❝♦/♣✉(✳
✹✳✶ ❉❛%❛ ♣'❡♣'♦❝❡++✐♥❣
❚❤❡ ♣/❡♣❛/❛0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞( ✉(❡❞ ❜❡❢♦/❡ 0❤❡ 0/❛✐♥✐♥❣✿
❈❧❡❛♥✐♥❣ ◆✉♠❜❡/(✱ ♣✉♥❝0✉❛0✐♦♥ ❝❤❛/❛❝0❡/( ❛/❡ ❝❧❡❛♥❡❞✱ (❡00✐♥❣ ❛❧❧ ❧❡00❡/( 0♦
❧♦✇❡/✲❝❛(❡✳
❋✐❧%❡'✐♥❣ ♥♦♥✲+%❛♥❞❛'❞ ❤②♣❤❡♥❛%✐♦♥ ❇❡❝❛✉(❡ 0❤❡ ♠♦❞❡❧( ✉(❡ ❝❤❛/❛❝0❡/ ❝❧❛(✲
(✐✜❝❛0✐♦♥✱ 0❤❡② ❝❛♥♥♦0 ❤❛♥❞❧❡ ❧❡00❡/ ❛❞❞✐0✐♦♥ ♦/ ❝❤❛♥❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣/❡♣/♦❝❡((✐♥❣
♠❡0❤♦❞ ✜❧0❡/( 0❤❡♠ ❤♦✇❡✈❡/ 0❤❡ ♠♦❞❡❧( ♠❛② ✜♥❞ 0❤❡ ♣♦(✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❤②✲
♣❤❡♥❛0✐♦♥✳
❋✐❧%❡'✐♥❣ +♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛'❛❝%❡'+ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧( ♦♥❧② ❛❝❝❡♣0 0❤❡ ❍✉♥❣❛/✐❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡0
❛♥❞ 0❤❡ ♣❛❞❞✐♥❣ ❝❤❛/❛❝0❡/(✳
▲♦♥❣ ✇♦'❞ ❝✉% ❚❤❡ ❈◆◆ ❛♥❞ ▲❙❚▼ ♥❡0✇♦/❦( ✇❛✐0 ❢♦/ ❣✐✈❡♥ ❧❡♥❣0❤ ✇♦/❞( (♦
0❤❡ ❧♦♥❣❡/ ✇♦/❞( ❛/❡ ❞/♦♣♣❡❞ ❛♥❞ 0❤❡ (❤♦/0❡/ ♦♥❡( ❛/❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐0❤ ♣❛❞❞✐♥❣
❝❤❛/❛❝0❡/(✳
❚❛❜❧❡ ✷✳ ✐❧❧✉(0/❛0❡( 0❤❡ ♣/❡♣/♦❝❡((✐♥❣ (0❡♣( ❛♥❞ 0❤❡ ❛♠♦✉♥0 ♦❢ ❞/♦♣♣❡❞ ✇♦/❞(✳
❖!✐❣✐♥ ❈❧❡❛♥✐♥❣ ◆♦♥✲,-❛♥❞❛!❞ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛!, ▲♦♥❣ ✇♦!❞, ❋✐♥❛❧
❲♦!❞, 100000 16322 1115 646 7 81910
✪ ♦❢ -❤❡ ♦!✐❣✐♥ ✶✵✵ ✶✻✳✸✷ ✶✳✶✶ ✵✳✻✺ ✵✳✵✶ ✽✶✳✾✶
✪ ♦❢ -❤❡ ♣!❡✈✐♦✉, ✲ ✶✻✳✸✷ ✶✳✸✸ ✵✳✼✽ ✵✳✵✶
❲♦!❞, ❛❢-❡! ✲ ✽✸✻✼✽ ✽✷✺✻✸ ✽✶✾✶✼ ✽✶✾✶✵
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❉❛-❛ ♣!❡♣!♦❝❡,,✐♥❣
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✺ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ,❡)✉♣
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ❛♥❞ '❡*'❡❞ '❤,❡❡ ♥❡✉,❛❧ ♥❡'✇♦,❦ ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡* ❞❡*❝,✐❜❡❞ ✐♥ '❤❡
♣,❡✈✐♦✉* ❙❡❝'✐♦♥✳
✺✳✶ ❈❤❛&❛❝(❡& ❝❧❛++✐✜❝❛(✐♦♥
❆✉'♦♠❛'✐❝ ❤②♣❤❡♥❛'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛* ❛ *❡9✉❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛**✐❣♥
❛ ❜✐♥❛,② ❧❛❜❡❧ ❢♦, ❡❛❝❤ ❝❤❛,❛❝'❡,✿
✕ ❇✿ ■♥ '❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ '❤❡ *②❧❧❛❜❧❡*✳
✕ ▼✿ ❊✈❡,② ♦'❤❡, ❧❡''❡,✳
❚❤❡ ✇♦,❞ ❧❡♦♣$%❞ ✭❧❡♦♣❛,❞✮ ❤②♣❤❡♥❛'❡❞ ❛* le-o-párd ❛♥❞ '❛❣❣❡❞ ❛* BMBBMMM✳
❚❤❡,❡ ❛,❡ ♠♦,❡ ✜♥❡✲❣,❛✐♥❡❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ *❝❡♠❡* *✉❝❤ ❛* '❤❡ ❇▼❊❙✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦'❡*
'❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ *❡❣♠❡♥'* ❛* ✇❡❧❧ ❛* *✐♥❣❧❡✲❝❤❛,❛❝'❡, *❡❣♠❡♥'*✱ '❤❡② ,❡9✉✐,❡ ❛ ♠♦,❡
❝♦♠♣❧✐❝❛'❡❞ ✐♥❢❡,❡♥❝❡ *❝❤❡♠❡ *♦ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ '♦ ✉*❡ '❤❡ ❜✐♥❛,② ❧❛❜❡❧✐♥❣ *②*'❡♠✳
✺✳✷ ❋❡❡❞❢♦&✇❛&❞ ♥❡✉&❛❧ ♥❡(✇♦&❦
■♥ '❤❡ ❢❡❡❞❢♦,✇❛,❞ ♥❡✉,❛❧ ♥❡'✇♦,❦ ✇❡ ✇❛♥' '♦ ❞❡❝✐❞❡ '♦ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛** ❛ *♣❡❝✐✜❝
❝❤❛,❛❝'❡, ❜❡❧♦♥❣*✳ ❚♦ ❞♦ ✐' ✇❡ ✉*❡ '❤❡ ❝❤❛,❛❝'❡, ❛♥❞ ✐'* *✉,,♦✉♥❞✐♥❣* ❝♦❞❡❞ ✐♥
♦♥❡✲❤♦' ❛* '❤❡ ✐♥♣✉' ❧❛②❡, ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝'❡❞ ♥❡'✇♦,❦✳ ❚❤❡ ♦✉'♣✉' ✐* '❤❡ ❝❧❛**✳
❚❤❡ ♥❡'✇♦,❦ ✐* *✉♠♠❛,✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✺✳ ❚❤❡ *'❡♣* ♦❢ '❤❡ ❝❤❛,❛❝'❡, ❝❧❛**✐✜✲
❝❛'✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✺✿ ❋❡❡❞❢♦,✇❛,❞ ♥❡✉,❛❧ ♥❡'✇♦,❦
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▲❡❛#♥✐♥❣ ❢#♦♠ *❤❡ ,✉##♦✉♥❞✐♥❣, ✭❲✐♥❞♦✇✐♥❣✮ ■♥ ❛♥ n✲❧❡♥❣'❤ ✇✐♥❞♦✇ ✇❡
✉.❡ (n − 1)/2 ❝❤❛0❛❝'❡0. ❜❡❢♦0❡ '❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥❡✱ ✐'.❡❧❢ ❛♥❞ (n − 1)/2 ❝❤❛0❛❝'❡0.
❛❢'❡0✳ ❋♦0 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ '❤❡ ❝❤❛0❛❝'❡0 ✐. '❤❡ ❧❡''❡0 l ✐♥ '❤❡ ✇♦0❞ ❧❡♦♣$%❞✱ ❛♥❞ '❤❡
✇✐♥❞♦✇✲❧❡♥❣'❤ ✐. 5✱ '❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡ ˆˆLEO✳
❖♥❡✲❤♦* ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❲❡ ✉.❡❞ ♦♥❡✲❤♦' ❡♥❝♦❞✐♥❣ '♦ 0❡♣0❡.❡♥' ❝❤❛0❛❝'❡0. ❛. ✈❡❝✲
'♦0.✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✸✼ ❧❡♥❣'❤ ❛00❛② ❢♦0 ❡❛❝❤ ❧❡''❡0 ✐♥ '❤❡ ✇♦0❞✿ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡
❛00❛② ♠❡❛♥. ♦♥❡ ❧❡''❡0 ♦❢ '❤❡ ❍✉♥❣❛0✐❛♥ ❝❤❛0❛❝'❡0. ✭✸✺ ❧❡''❡0.✮ ♦0 '❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦0 ❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛0❛❝'❡0.✳ ❖♥❡✲❤♦' ♠❡❛♥. '❤❛' '❤❡0❡ ✐. ♦♥❧② ♦♥❡ ✶ ✐♥ '❤❡ ❛00❛②✱ '❤❡
♦'❤❡0. ❛0❡ ✵✳ ❋♦0 '❤❡ ❧❡''❡0 ❛ ✐' ✐. '❤❡ ✜0.' ♦♥❡ ❛♥❞ '❤❡ ❝❤❛0❛❝'❡0 ♦ ✐' ✐. '❤❡ ✶✽'❤✳
❚❤✉. ✐❢ '❤❡0❡ ❛0❡ ✺ ❝❤❛0❛❝'❡0. ✐♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛ (5, 37) .❤❛♣❡❞ '✇♦✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧
❛00❛② ✐. ❣✐✈❡♥✳
❋❧❛**❡♥✐♥❣ ❚❤❡ ✜♥❛❧ .'❡♣ ❜❡❢♦0❡ '❤❡ '0❛✐♥✐♥❣ ✐. ✢❛''❡♥✐♥❣✳ ❋0♦♠ '❤❡ '✇♦✲
❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❛00❛② ✇❡ ❝0❡❛'❡ ❛ 0❡.❤❛♣❡❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐. ♠❡❛♥. .✐♠♣❧②
♣✉''✐♥❣ '❤❡ ❝❤❛0❛❝'❡0. ❛❢'❡0 ❡❛❝❤ ♦'❤❡0✳ ❙♦ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ '❤❡ (5, 37) ❛00❛②✱ ♥♦✇ ✇❡
❤❛✈❡ '❤❡ 5 · 37 = 185 ❧♦♥❣ ✵✱✶ .❡K✉❡♥❝❡ ✇✐'❤ ♦♥❧② ✺ ♦♥❡. ✐♥ ✐'✳ ❆♥❞ '❤✐. ✐. '❤❡
'0❛✐♥✐♥❣ ❞❛'❛✳
■♥ .✉♠♠❛0②✱ ❢0♦♠ '❤❡ ❧❡♦♣$ ✇✐♥❞♦✇ ✇❡ ❣♦' ❛ ✶✽✺ ❧♦♥❣ 0, 1 ❛. '❤❡ '0❛✐♥✐♥❣
✐♥♣✉' ❛♥❞ [1, 0] ❛. '❤❡ '0❛✐♥✐♥❣ ♦✉'♣✉'✳
❚❤❡ ♥❡✉#❛❧ ♥❡*✇♦#❦ ❚❤❡ ♥❡✉0❛❧ ♥❡'✇♦0❦ ✐. ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❢❡❡❞❢♦0✇❛0❞ ♥❡✉✲
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